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我国在仿射微分几何领域做出高水平成果

李安民 赵国松

( 四川大学数学系)

l摘要 l本文概述了仿射微分几何发展概况
,

介绍了国家自然科学基金支持项目
“

整体微分几何
”

在

仿射微分几何领域的研究进展
,

并提出了仿射微分几何领域进一步研究的方向
。

一
、

发展概况

仿射微分几何是微分几何的一个重要分支
,

它是德国大数学家布拉施克 (W
.

B l别粥hk e )等人按

照克莱茵 ( F
.

K止In )的几何分类思想于本世纪初创立的
,

其主要 目的是把通常欧氏空间的微分几

何推广到么模仿射空间
。

通常欧氏空间的微分几何研究曲面 (或者子流形 )在运动群下的微分不

变量和积分不变量
,

而仿射微分几何则研究曲面在么模仿射变换 (即行列式等于 1的变换)群下的

微分不变量和积分不变量
。

本文所说的仿射微分几何有时也称等仿射微分几何
。

在 2 0 年代
,

仿射微分几何经历了一个十分辉煌的发展时期
。

以布拉施克为首的一大批数

学家
,

如 L
.

B e wr a ld
,

H
.

L ie b m a n n
,

G
.

F u b i n i
,

E
.

C己c h
,

G
.

P i e k
,

J
.

R a d o n
,

G
.

T z iet i e a
,

W
.

助 sS
,

E as lk o w sk i 和 G
·

T h o m se n
等在该领域从事研究

,

取得了一大批研究成果
,

这些成果汇

集于布拉施克的名著《微分几何》第二卷
。

我国微分几何先躯
、

著名数学家苏步青教授在 20 年

代后期对仿射微分几何作出了重要贡献
,

他的成就总结在它的专著《仿射微分几何》 (科学出版

社
,

1 9 8 2 )一书中
。

由于么模仿射变换群比运动群大得多
,

为了得到满意的理论
,

必须对曲面加上很强的条

件
,

布拉施克所选择的最 自然的条件
,

就是曲面是局部严格凸的
。

有了凸性的假定
,

使得能够

在曲面上引人一个正定的二次微分形式
,

它的原型就是经典曲面论中的第二基本形式
,

这样就

在曲面上定义了一个正定的黎曼度量
,

称为布拉施克度量或仿射度量
,

于是黎曼几何的概念就

可以使用 了
。

设 M 是
n 十 l 维么模仿射空间 A+nl 中局部严格凸的超曲面

。

对 M 的每一点 x 可以仿射

不变地配置一条通过点 x 且与 M 横截的直线
,

称为 M 在点 x 的仿射法线
。

若也用 x 表示点
x 的位置向量

,

用 △表示 M 上关于布拉施克度量的拉普拉斯算子
,

则

七一 ( l / n) △x

称为仿射法向量
,

点 x 处的仿射法线就是通过点 x 且平行于 亡的直线
。

如果超曲面的所有仿射法线交于一点 (有限点或无穷远点 )
,

则称此超曲面为仿射球
,

称交

点为仿射中心
。

依照仿射中心在曲面的凹侧
、

凸侧和无穷远点
,

仿射球依次称为椭圆型
、

双曲

型和抛物型的
。

通常的二次超曲面中
,

椭球面
、

椭圆抛物面和凸双曲面是仿射球的例子
,

其中

椭球面是椭圆型的
,

椭圆抛物面是抛物型的
,

双曲面是双曲型的
。

在欧氏空间中
,

当用通常法
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线代替仿射法线时
,

具有法线交于一点性质的曲面必定是球面或者平面
,

并且作为局部定理这

也是对的
。

而仿射球则广泛得多
,

除了上面提到的三种二次曲面外
,

由方程

x l x Z
·

“ x
。 十 l = 1

确定的曲面也是仿射球
,

其中x l ,
x Z ,

…
,

x
。 、 1
是 A

” + ’
中的坐标

。

仿射球是仿射微分几何中最基本最重要的曲面
。

从下面的事实可以意识到即使这个看起

来很单纯的仿射球
,

要研究它并非容易的事
。

一个局部严格凸的超曲面
,

局部上可以表示为

x
。 、 : 二 f( x , ,

x Z ,

…
,
x

。

)

它是抛物型仿射球的条件可以写成

d e :

{三丫̀ 、
-

\ 子工
z口工 了 /

i护“ l
,

2
,

…
, I :

通过 L eg en dr
e
变换

,

椭圆型和双曲型的仿射球的条件可以写成

d e :

f
一
莽牛、

一 (:
: 。
)一

2

\ , 9 i a g , /

其中
,

u( 睿
l

,

匀
,

…
,

氛)是 f x(
.

,

介
,

…
,

xn )的 L eg en d er 变换函数
,

L l
是 M 的仿射平均曲率

,

它是

一个常数
。

对仿射球的研究
,

归结为对上述 M o n ge 一A m p打e 型方程的研究
。

由于仿射微分几何中涉及大量的高阶非线性偏微分方程
,

如上面的 M o n ge 一A m p份e
方

程
,

仿射微分几何的研究对促进偏微分方程 的发展有十分重要的意义
。

此外
,

仿射微分几何在

数学的别的领域
,

以及在物理学中有广泛的应用
,

因而它吸引着许多数学家去研究
。

最近 30

年来
,

由于一批著名的数学家如 E
.

C a la b i
,

L
.

N i r e n b e r g
,

A
.

P o g o r e l o v
,

陈省身
,

丘成桐
,

郑绍

远
,

U
.

is m o n
,

K
.

N o m iz u 等人的努力
,

仿射微分几何特别是整体仿射微分几何的研究取得了

长足的进展
,

这主要表现在完成了完备的仿射球的分类
,

在仿射极大曲面的仿射伯恩斯坦问

题
、

仿射球的局部分类
、

仿射等周不等式等方面取得了重要进展
。

十年前
,

我国在仿射微分几何领域的研究水平与发达国家相 比
,

差距很大
。

改革开放以

来
,

由于国家重视
,

发展很快
。

在近几年仿射微分几何的几次重要的国际学术会议上
,

我国都

有代表应邀在会上报告自己 的研究工作
。

我国的一些研究成果被国外广泛引用
,

国外一些刊

物纷纷把仿射微分几何方面的论文聘请我国专家评审
。

现在
,

我国在仿射微分几何领域的研

究水平 已接近西方发达国家的水平
。

二
、

我国研究进展

“

整体微分几何研究
”

是 国家自然科学基金支持的项 目 ( 1 9 8 8一 199 0 年 )
。

该项目在仿射

微分几何领域取得了如下几方面的进展 :

1
.

完备仿射球的分类

仿射微分几何中有两种完备性的概念
,

一种是关于布拉施克度量的完备性
,

称为仿射完备

或者简称完备 ;另一种是关于欧氏空间诱导度量的完备性
,

称为欧氏完备
。

微分几何中的问题主要是整体性的
。

完备仿射球的分类是仿射微分几何中最基本最重要

的整体问题
。

世界著名数学家陈省身教授说 :
“

仿射球的研究是微分几何美妙的一章
” 。

完备

椭圆型仿射球的分类由布拉施克和 R
,

cS h ne id er 等人完成
。

完备抛物型仿射球的分类以及相
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关 的 “ on g e一

Am P er
·
方 程

u(t e篇
丁 )

一 ,的整体 凸解 的 唯 一性 问题 是 由 aC alb i,

Pgo or le vo
,

iN er nb er g
,

丘成桐
,

郑绍远等人解决的
。

完备双曲型仿射球的分类问题是复杂和

迷人的
。

关于这个问题
,

C al a ib 有一个著名的猜测
,

他本人也在假定曲面有很强的对称性 的

条件下研究过这个问题
。

以后丘成桐
、

郑绍远
,

5
.

iG ge an
,

T
.

Sas ak i等许多数学家都研究过这

个问题
。

在文献【21 中
,

郑绍远和丘成桐实际上在欧氏完备的假定下解决了 C al a ib 猜测
。

一个

完备的双曲型仿射球是否是欧氏完备的
,

这是一个深入的
、

实质性的问题
。

在文献 7I] 中
,

我们

对凸曲面回答了这个问题
,

即对凸曲面这种重要情形解决了 C al a ib 猜测
。

在文献【8] 中我们证

明 了 : 一个完备的双 曲型仿射球是欧 氏完备的
。

结合丘成桐和郑绍远的工作
,

彻底解决了

C al ab i 猜测
,

完成了完备双曲型仿射球的分类
。

2
.

仿射伯恩斯坦问题

仿射平均曲率为零的超曲面称为仿射极大曲面
,

它是仿射体积变分的极值曲面
。

类似于

黎曼几何中极小曲面论的伯恩斯坦问题
,

仿射极大曲面论中也有仿射伯恩斯坦问题
,

有两种表

述
,

一是陈省身 19 7 8 年提出的一个猜测
:
若定义在整个 A “ 上的严格凸函数 f 的图是一个仿射

极大曲面
,

则 f 是二次函数
,

即
.

f 的图是一个椭圆抛物面 ;另一是 C al a ib 提 出的 : 一个完备的仿

射极大曲面是否一定是椭圆抛物面
。

C al a ib 在假定欧氏完备和 (仿射 )完备这两个完备性条

件下回答了这个 问题
。

正如 C al a ib 所指出的
,

这两个完备性的假定太强
,

它们之间的关系不

清楚
,

即是否可 以互相被推出
。

于是
,

包括 C al ab i 本人在内的许多数学家都试图取消一个完

备性
,

而加 上更 弱的假定来证明这个猜测
。

在文献!41 中
,

我们对仿射极大曲面导 出了一个

W ie er st ar ss 表示公式
,

原则上这在局部意义下给出了所有仿射极大曲面
。

我们还利用仿射法

线的分布 (即仿射高斯映射 )来研究仿射极大 曲面
,

证明 : 一个完备的仿射极大曲面若不取四个

处在一般位置的方向
,

则它一定是椭圆抛物面
。

3
.

常曲率仿射球的局部分类

按布拉施克度量为常曲率空间的仿射球有多少? 这也是仿射微分几何中重要的问题之

一
。

在文献9[] 中
,

我们和西德的 G
.

eP
n n 确定 了 A ’

中标量曲率为常数的所有仿射球 ; 余建辉

在他的硕士论文 l“ l中分类了 A 4
中常截面曲率的仿射球 ; 在文献 6[] 中

,

我们分类了 A +n ’
中标量

曲率为 0 和为正常数的所有仿射球
。

在此基础上
,

我们同比利时的 L
.

V ar cn he n 和西德的 U
.

is m o n 完成了 A ”刊 中常截面曲率仿射球的分类
。

我们还证明了若干刚性唯一性定理
,

推导了各阶仿射平均曲率的变分公式
,

出版了中文专

著 ((仿射微分几何 》
,

还 同 U
.

S im o n 教授合写 了英文专著《 G l o b a l A iff n e D iffe
r e n t i a l G e o m e

-

tr y》 ( 199 2 年在德国出版 )
,

该书是总结最近几十年仿射微分几何成就的第一部英文专著
。

三
、

发展方向

仿射微分几何中的问题很多
,

我们觉得以下五个方面是基本的重要的 :

1
.

仿射伯恩斯坦问题 这是仿射微分几何中目前尚未解决的最重要的问题之一
,

是许多

数学家关注的一个难题
。

正如陈省身教授所说
,

这个问题
“

因为基本方程是四阶的
,

产生了严

重的困难
,

但也给数学家提出了一个挑战
,

它的进展需要创见和努力
” 。

.2 仿射等周不等式 仿射等周不等式已 由布拉施克
,

L
.

A
.

San t al 6 和 A
.

D ie ck e 获得
,

它
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在微分方程
、

泛函分析等许多领域有很多重要的应用
。

由仿射等周不等式可以导出许多不等

式
。

19 56 年 H
.

B s uem a n n 和 C
.

M
.

P t e ty 提出了 1 0个与仿射等周不等式有关的问题
,

目前

绝大多数仍未被解决【, ’ ]
。

3
.

一般仿射流形的微分几何 把仿射空间的微分几何推广到一般的仿射流形 (即具有仿

射联络的微分流形 )是十分自然的考虑
。

目前美国的 K
.

N o m iz u 和德国的 U
.

iP n k al l等人在

这方面刚开始做了一些研究
。

4
.

非退化超曲面的研究 用非退化的黎曼度量代替正定的布拉施克度量
,

这也是很自然

的考虑
。

目前这方面已有许多研究
,

但还是开始
,

很多基本问题还没有得到解决
。

5
.

复仿射微分几何 在实仿射空间的微分几何有了一定的发展时
,

必然会导致复仿射空

间的微分几何
。

目前这方面的研究甚少
,

只有零星的文献散见
,

基本的理论框架还未形成
。
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